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Wir betrachten eine Variante des Target Shooting Algorithmus, den wir in der Vorlesung gesehen haben. Bitte beachten
Sie, dass es sich nicht um genau den gleichen Algorithmus handelt. Wir gehen, wie in der Vorlesung davon aus, dass es
eine unbekannte Menge S gibt, die Teilmenge einer bekannten Menge U ist. Ausserdem kénnen wir Elemente u € U
uniform zufillig auswahlen und tberpriifen, obu € S.

Angenommen, wir wahlen so oft zufillige Elemente w € U aus, bis wir insgesamt 100 Elemente gesehen haben, die
u € S erfiilllen. Sei X die Anzahl an Elementen, die wir auswahlen missen, bis das zutrifft.

Richtig Falsch

E[X] = 100]U7|/|S)| v
Falls X = 100, dann |S| = |U|. v
Falls |S| = |U|, dann X = 100. v
X ist geometrisch verteilt. v
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Gegeben Mengen S C U wobei die Grasse von U mit || = 10® bekannt ist. Wir wollen die Grésse von S mit Hilfe von
Target Shooting abschatzen. Wir wahlen N Elemente aus U unabhangig von einander und zahlen, wie vieler dieser
Elemente auch in S sind. Wir bezeichnen diese Grosse mit Z.

Wenn |S| = 10® und N = 10° dann erwarten wir.

x _E[Z] = 10°® Elementein S. 5




E[Z] = 10? Elemente in S
E[Z] = 10" Elementein S. s v

E[Z] = 10° Elemente in S.
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Seien X und Y unabhéngige Zufallsvariablen. Dann gilt E|max(X, Y')| = max(E[X], E[Y])

= (0"

Bitte wahlen Sie eine Antwort:

Wahr O
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Wir kénnen jeden Las Vegas Algorithmus mit erwarteter Laufzeit T', in einen randomisierten Algorithmus mit Laufzeit
hochstens 107" und Erfolgswahrscheinlichkeit mindestens 0.9 umwandeln.

Bitte wahlen Sie eine Antwort:
Wahr

Falsch

Sei X die Laufu."* vom AlgoriHmus .
HX]: T Du )<>— O l’»:ahnen (P71 (ﬂarlcvv VEV‘wCrJGh.

M‘ggfplﬁ: Pr[ X > 40T )< Prlx> 10T] = %ﬁ‘—g = 145

= Wﬁﬂn wir den 4(50 nach 10T abbeche, p
el"l\au'(’n wir e;he-\ qu yejas A‘gv mt
Erﬂv‘,sw'kei'— von mind. 0.9,

Seien X und Y zwei Zufallsvariabeln mit E[XY| = E[X]E[Y]. Dann sind X und Y unabhangig.

Bitte wahlen Sie eine Antwort:

Wahr

Falsch

[Elxv1= [EX) [E[Y] ; X, Y unebbéing
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Seien X, Y, Z drei Zufallsvariabeln wobei X, Y unabhéangig sind, dann giltimmer E(X + Y - Z] = E[X] + E|[Y] - E|Z]

Bitte wahlen Sie eine Antwort:

Wahr

Falsch

Eler 2 £ e
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nicht Y,2 V




Sarah besitzt zwei sehr spezielle Minzen: eine zeigt immer 'Kopf' (well auf beiden Seiten 'Kopf abgebildet ist ...), die
andere immer 'Zahl'. Sie wahlt eine der beiden Miinzen zufallig und wirft sie n = 1000 mal und bezeichnet mit X
bezeichne die Anzahl 'Kopf' die sie sieht.

Dann gilt fur § := 1 /4
Pr[X > (1+8)n/2] < e 96,

Bitte wahlen Sie eine Antwort:
Wahr

Falsch v

Dic eimzeuen Minawirfe sind nickt nunabhangg .

Deshalls kimnen wir Chernofl nicht yerenden.

Seien X, Y unabhangige Zufallsvariablen mit Var(X) = 1und Var(Y) = 4.
Dannist Var(X —Y) = —3.

Bitte wahlen Sie eine Antwort:
Wahr

Vur (5(" V) =Var ()() + Var (‘ Y) = Vor ()()+ ("")1' Vo [Y)

= 1+4=S

Der randomisierte Algorithmus A lost Problem P mit Wahrscheinlichkeit p, und gibt sonst
aus: “Keine Antwort”. Wie oft massen wir A im Erwartungswert laufen lassen, bis er Problem
P l6st?

Antwort: | 1/p v

X~ Geohd-d.ul' verledll ik P .

Fix)- 4



Jeder Monte Carlo Algorithmus kann in einen Las Vegas Algorithmus umgewandelt werden.

Bitte wahlen Sie eine Antwort:

Wahr

Falsch v

\U;F ,(0“'\""\ dl‘& BH@SWaLrandhlchLci‘r des MOnh—Cw-lo
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Dl'(. W'ktﬂfl da,\ M nie die l"l‘&”‘l‘ﬁ_ LES“nj ﬂl&Sjl'Ll‘ :
Pr[:M (t) l'ﬁls«l.] "s 0

Eine kleme Fehlerwtbeit bleith jpmes

Ein deterministischer Algorithmus kann immer als randomisierter Algorithmus gesehen werden

Bitte wahlen Sie eine Antwort:
Wahr v

Falsch

Jep.
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Satz:
- QuickSort bestimmt immer das richtige Ergebnis

- E[Laufzeit] = O(n Inn) /"

L oas-Veps

- Testen einer MUnze: fair koptzan)y vS. fake (kopf/kopf)

100
Algorithmus: werfe Minze-eir-Mal, falls > 1 mal Zahl: return fair”
ansonsten: return ,fake”

0, falls Mtnze fake
Fehlerw’lichkeit: 100
L1200 falls M(inze fair

More-Carle Cinseitiger Feller

Aha(ﬂse, — Las Ve5as

Satz 2.72. Sei A ein randomisierter Algorithmus, der nie eine falsche
Antwort gibt, aber zuweilen ‘7?77’ ausgibt, wobei

Pr[A(I) korrekt] > e.

Dann gilt fiir alle 8 > 0: bezeichnet man mit A; den Algorithmus,
der A solange aufruft, bis entweder ein Wert verschieden von ‘777’
ausgegeben wird (und A;s diesen Wert dann ebenfalls ausgibt) oder bis
N = ¢ 'Ind '"-mal ‘???’ ausgegeben wurde (und A; dann ebenfalls
‘777" ausgibt), so gilt fiir den Algorithmus A;, dass

Pr[A;(I) korrekt] > 1 — 9.

Bewcis Pr[M] (-5 )"

Dﬂ '/l —X = C. Vxe R (Bwe:‘; pe- Aha’.bs.'b
felgb (1 2)V2(e ")‘u [()= e e =1 e R
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Satz 2.74. Sei A ein randomisierter Algorithmus, der immer eine der
beiden Antworten JA oder NEIN ausgibt, wobei

Pr[A(I) = JA] =1 falls I eine JA-Instanz ist, — D
®

und /

Pr[A(I) = NEIN] > ¢ falls I eine NEIN-Instanz ist.

Dann gilt fir alle & > 0: bezeichnet man mit A; den Algorithmus,
der A solange aufruft, bis entweder der Wert NEIN ausgegeben wird
(und A; dann ebenfalls NEIN ausgibt) oder bis N = ¢ 'In$ '-mal Ja
ausgegeben wurde (und A; dann ebenfalls JA ausgibt), so gilt fiir alle

Instanzen |
Pr[A;(I) korrekt] > 1 — 6.

Bev,&'sf Fa((s I Ejht 30\_("5,'6“—:2 l‘S1l 9;“'
PrlA(T) kowekl = 4

Paus ]: e:':.c ]{/(J_"n— Ins"vuhz |'s“, bf u er‘
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wird (¢
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Zweiseiisen Fehle

Satz 2.75. Sei ¢ > 0 und A ein randomisierter Algorithmus, der immer
eine der beiden Antworten JA oder NEIN ausgibt, wobei

Pr[A(I) korrekt] > 1/2 + «.

Dann gilt fiir alle 8 > 0: bezeichnet man mit As; den Algorithmus,
der N =4¢21Ind ' unabhingige Aufrufe von A macht und dann die
Mehrheit der erhaltenen Antworten ausgibt, so gilt fiir den Algorith-

mus A;, dass
Pr[A;s(I) korrekt] > 1 — 0.

RQwe:s—' lmsm Wir aus @

OP"I'M:CMM‘SPWL\CI-( ausﬁclasscn (f i“"t gl(n'pl‘)



T&rﬁe" SLOOl‘;hn

Prolalerns“eut;ni__ Geg,e Les Sl endlich,

. A 18
B&S"lmmc |M'

Ahnﬁl'll“l(’.n" \/V;“ ‘Cénncn E[emenlc— Vth M 5(€-' OLVU‘}C!'“’ ?t‘el'neh.

W;r LaLcn Cine ‘m[:'l:abr(:un\:l'ion ISM T iD,’B

T (w)=1 = ues

A\QO *  Target-Shooting

1: Wahle uy, ..., uy aus U, zufillig, gleichverteilt und unabhangig
N
2: return 5 - > s Is(up)

\/‘/ic Gross sollle NV cern?

Wir olepiniem- Y;:IS(M;) p&r i=1,.., VN

<)
wobti Y Mhau'mugl& und Y ’\"Rer(p) P :MI

Sei Y"’" V EV Aie Ahsy«lx des Algon'ﬂ«mus.
Eln- 4 E[2%]-4 3 ) - £ ().)=p
Var [¥)= 5 W] 28] 5 4 v F Vo Lt= 4 2 plt-p = 2 (y-p)

1=1

Y “'\‘\b"‘iﬁﬂj;j



Wis welten  run, olass Jow beliehis kleme, gegbene 2, 8> 0,
W r(lV-Rlsefd)> s gt

\J/m ’Connen wir l/[/ “1 A':»Lanjl\r)k(’-“ von Q Sund :a"
bec irwmen ; S0 dorss (*) eclildlF wid.

Satz
Seien 6, > 0. Falls N > 3%' .£72.1In(2/6), ist die Ausgabe Y von
Target-Shooting mit Wahrscheinlichkeit mindestens 1 — 0 im

Intervall [||U| + ¢ ||U} (multiplikativer Fehler von 1 + ¢ ).

BCh/(.'sf
5\tiui\/q(€nl I‘—Drhull‘u}

U Y- ,'3: ]*‘ pe(1¥- [E[Y]|>‘::[E[Y]]
= P12~ E2)]>e El] < §

Bedle: 2,:= -} (zaf,} die A ; Yy M'rdsdm))
L

Do 2= V4*....*V” eine Surme von N um.u-&ng-'gcn
chausvariaum ish E— A CLQmo[G.

A-[| 2-ERJ| >¢ ER J.,]] = Pe[ 2> (1e5) [E120) +
y P12, < (1 -0)ERT]




Satz 2.70 (Chernoff-Schranken). Seien Xj,..., X, unabhéngige Bernoulli-
verteilte Zufallsvariablen mit Pr[X; = 1] = p; and Pr[X; = 0] = 1 —p;.
Dann gilt fiir X := ) ", Xq:

(i) Pr[X > (1 + 8)E[X]] < e 35" EX
(ii) PriX < (1 —=93%)E[X]] < e—%cSZ]E[X]

(iii) Pr[X >t] <2

Pec (i) st (i7)

1 L ._i 2
_~3'€ Efzﬂj+& lt Ez)

A

<

<

fir t > 2eE[X].

fliralle 0 < 6 <1,

firalle 0 < 6 <1,

y soll
2,6—%t11Ere,j__ 2-6% _élg |:z
e |
S < i)
bz sgenblf)
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S = (s1,52,...,5n), Folge von n Elementen (Datensatz).
(1,j), 1 <i < j < n, heisst Duplikat in S, falls s; = s;.

Gegeben ein Datensatz S, finde alle Duplikate.

S=( A CBZCB C)
i1 2 3 4 5 6 7

Duplikate Dupl(S) = {(2,5),(2,7),(5,7),(3,6)} (4 Duplikate)

Clerente 1n & giad ceh. gress -
SP(’I'thrzuyw'ﬂ-\t, um»\ Vev‘jleid& Sind redt +euer.

\/‘/if‘ V@rMM(Ln “%me'(“mm. Sec'en Adic Elemede ven S

any Cinem Universw, .

bh-\r\ y_;w l/\: [A*—'["‘j hf;l"hen wir l}y\st’-\dcs Gn'’

» h ist effizient berechenbar.

» h verhalt sich wie eine Zufallsfunktion, d.h.

Yue U Vie[m: Prlh(u)=i] = % (unabhEngie)

Nm'vt,s Ver[c.l.re.\ an Sorlient« & Vergle.uh In O(V\ Lv:,h)



Man Machtn wir

A C B Z C B C
| Hashen u. Indexieren (Hashmap)
(h(A),1) (h(C),2) (h(B),3) (h(Z),4) (h(C),5) (h(B),6) (h(C),7)
—— —— —— —~— —~— —~— ——

31 27 12 12 27 12 27
| Sortieren

(12,3) (12,4) (12,6) (27,2) (27,5) (27,7) (31,1)
| | | |

1 Durchlaufen

{(3,6), (2,5),(2,7),(5,7)}

in 0ln lﬂgh) .

Au£ deh er‘S'|'€n Bll'blc 5cLe.'n\- s;cl\ m'cl\l‘s Veﬂz\hder"
2t haben,

Wae <idh aber veramted hek, sk die Grése cle-
Elemeh"cf die wir \/Crblel'cl\o. und speicherh.

koul'sl'pneh cind dlie neuen (Mnu‘w;nsd.l'tus Duplikale,
-e. (\,J) 4~-<Jév. kb <, =\'SJ
his) =hls;) .
/ b(rnvuul VU‘O u‘

SQ| IJ =1 <2 ( ', J) |s|' Cine koul'_sl'bp.
| 1/m Aalls s; # s, IR
Pr[Kij =1] = { 0 — und daher E[K;;] < —

Decous col(:,F
E[#Kollisionen] = Z E[Kij] < (g)i .

o m
1<i<y<n
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1
E[#Kollisionen]| < (g) — < 1 firm=n

AHE!‘M"Mr Anscks: mom Filter

Wir wahlen m, k € N und k Hashfunktionen (zufillig)

g i U2 @) £ =dgsapks
So assoziieren wir mit jedem s; in S einen Hash-Vektor

(x1, - xi) = () = (), - - (i)

Dam ‘Oer‘d"eh Wir phody €in Loo(sd.e.s Arran M[’l,..hj Ver.
Beigptl: S=(ACB ZFHC)
1 2 3 4 5 6 7

A (5,4,1),B+— (4,6,1),C+— (5,1,2),
F— (1,9,4),H— (4,7,5),Z — (4,2,5)

TN
R
o
N
©® O
©
p

M=( 11 0
1 2 3
L=1{4,7)

Ahhlysc [h% Wir,



Q&u“—al—d

. k(n—1) k
E[#falsche Eintrage in L] = ZE[X:'] < n (1 B (1 B %) )
i=1

Dieser Wert ist O(1) fiir k =Innund m = nlinn.

k und m gross = #Falsche Eintrage klein.
Laufzeit: kn Hashfunktionsberechnungen. k gross = langsamer.
Zusatzlicher Speicher: m. m gross = mehr Speicher.
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Primzahlfunktion 7( In
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nhachstes Semester

Abes venn wir einen PrimaahlUest hiken,
\iann')-en wie T((x) il T&rgeL“S‘wmej Qpproximieren.

1. Ev\l(ll'clt scher Prim2ahlUesh

Sfi M, N € Z lacl;ejol'g.

Dtmn Ltfcdmc}' 3 51_(1"1, h) den 3r-¢'>'ss|-eh
ﬁauejnsaho\ Teiler In O((los, N“')g) nach dem
Euklid'shen Alyﬂ' Hnus.

Es 5-’“’-‘
mT(Dx,n) > Il:w‘ a&[h"’|] =5 n nich} rim

L’ (/(.'c, 2d| gaT(a'n) >1 sk em Zer‘l‘.[l'kh"-



[ A \
Euklid-Primzahltest(n) [ = E:P(h))

1: Wahle a € [n — 1], zufillig gleichverteilt
2: if ggT(a,n) > 1 then return ‘keine Primzahl’
3: else return ‘Primzahl’

L' Monte~Carlo Algori'nnrws (Sc"mel( abep tz‘qlw‘w“’)
)'m‘l- e;nﬁel'"l‘jen Fehle- .

Devm 0(:&— Ro\cl:&a'.u. 'I(Ciﬂe— P"“"l?ddLI er‘%"' fmmer
olW‘O‘\ Aas Finde e,:nes ?erh'x-u'lcah.
(Einem Teiler b‘—“mT(u,n) von h mil 1< |a<h)

For n hicht prim:

Py [E‘P(h)zprl'm;al,l] _ |z

h-1

Zur EY‘I'“P'er‘Ma:
VOn ‘Dislcke"e, \Ma"'lqe,mal%l:' .

MML‘-;PlIkG}HK— GV‘U\PP(’, Ztm = iﬁéf."""]' aoT(“,n) =43

Elersde Phi-Funktion = € (I/\) i 'Z:'

Es‘ QI‘LI"

n prim 2 Z: =[n1) <& ‘e(n)-—h-—ll
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Sei P jerim.
=gt (i prin): €)= p (pmr) = nefil
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Des.laau.a sudhen wir etwas 'auotrc,s :

Lo DIA:

Definition 5.7. A group is an algebra (G’ *,”, e) satisfying the following axioms:

G1 x* is associative.
G2 e is aneutral element: axe =exa =a forall a € G.
G3 Every a € G has an inverse element @, i.e.,, axa=ax*a = e.

CZy; ©ny ' A> i eine Gopre.

G, [lolgh ven Acccziakivitat de- Mulhiplikation.

G, lelgv ik e=1 per Bel. von ©,

Gy, muhsap siche DM Skpiph (Lowms 4.1¢)

Set a,be Z,. ™ fmT(o.,h)“-'-’( ud 44T (byn)=1
— 53T(ab,n)=4 = abe Z}

(ﬂJo\gLSCL(.ossen nnter Malbiplkakion  pod n)



Definition 5.11. A subset H C G of a group (G; *,", e) is called a subgroup of G
if (H:*,”, e) is a group, i.e., if H is closed with respect to all operations:

(1) axbe Hforalla,b e H,
(2) e € H,and
(3) ac Hforalla € H.

F':\r' Q_;nL uV\"Wgruﬁot HQC’J Vo C‘) 9[“’

'H\ i em Teiler von [6] (th-' G emAUd«)

Sﬁ; CteZ: Dt‘-nn |5\- <‘\-> 1=‘-ia°=4,q",a",....]

ene Unbeguppe vo ZY
Sei ord (&) := min{ (N, a=17.
= prdk(a)= | <o)
= od(a) talt | Z]|
|1Z.}] |23

* —

Da ) =1ZA| felgt &M= 1 Vaez

Satz (Kleiner fermatscher Satz)
Ist n € N prim, so gilt fiir alle Zahlen a € [n — 1]

a" ! =1 (mod n) (bzw. a"1 =1 in Z}).

do Zi=U-9 wdh |2}=n1,



2. Primzablled noch Saks vou kleinen [Fermal

Fermat-Primzahltest(n)

—

. Wahle a € [n — 1], zufillig gleichverteilt

2: if ggT(a,n) > 1 oder a1 #1 (mod n) then
3t return ‘keine Primzahl’

4: else

5 return ‘Primzahl’

Einseili yer Feller

D@—e- PSE(&AOPr;h Z“Ll Lasc.\ von h

PBh:: Z 0\(—1—)[}\"’0 391_(“; h)": 1 und 0.:4 En/l 3
/
= ae 2} | a" =1}

N heiss} Car‘hl'cl\ue(‘-z?al\l, palls Nn m'c,t-l' pm'm

uhﬂl PBh = Z:.

}PBh I-Sl' emne lel'l'(l"gmm von Z: (BQM-‘S lasseo- w)

any

[ n nick

Prih

(*) = Fals PB,x7} , st 'PB’..l ein ecter Teiler von

127, Sonit gt |PR)e 12 100l na
Z 2

=7  Fellerwahrsche inlidhkert  de- AusguLe'Pm'mu‘l,l';

PR,  po2 .
<_ 2 _ 1 Paus h |(e\'nc Coumichael -Zal| .
h-4 2/

=) )




Wir bonre olen Al gor Hhinus kbl piedechelen,
Um dl‘e_ Fcl'!lerw keu" o\u!- ( ) 2N rea(uzt'erev\,

Zerhfikat far 't nichk pein

Ein Zechfibed for 'n pik prim' , ish eheas, s olic
Av\ssugc 'n mchk Pm'm' nachweisen kown.

Dis \ebal
{'rlvml(s Zc.rh“ml Euklid Zevkifiled, Fevmal ~Zerhfikal

3. Miller —Rabin-2erifikal

/ l-hyersc_
Definition 5.18. A ring (R;+,-<,0,-, 1) is an algebra for which

(i) (R;+,—,0)is a commutative group.
(ii) (R;-,1)is a monoid.

(iii) (b + ¢) = (ab) + (ac) and (b+ ¢)a = (ba) + (ca) forall a,b,c € R
(left and right distributive laws).

A ring is called commutative if multiplication is commutative (ab = ba).

Definition 5.20. An element u of a ring R is called a unit? if u is invertible, i.e.,
wv = vu = 1 for some v € R. (We write v = u~1.2) The set of units of R is
denoted by R".

Definition 5.26. A field** is a nontrivial commutative ring F in which every
nonzero element is a unit, i.e., F* = F'\ {0}.

Far n prim, (st Zn:iol /(, el ﬂ“"}

en kérl"e"- Das ket l"r selber dLQFPr‘I;JCr\’
lVll:\sS\“ l.l'll‘ hl'ol\l' w;rLll'Ll« Lﬁnneq.



Fir  die Gleichung  x* =4 gbt es in 2,
2wei Loswngen:  x =1 und x = n-a ('=-1") ()
lb n>2 prim wt o€ [n-1], damn gl
N (no\d« Ferm‘r)
aﬂ'g e 11,n-1) (*)

-4 B
gulls mni—=4 nnd hd SemAe,

T

£o(5\— oms (*) ah.:‘iéi'f’h—-'f?

h-1 n-4

NSy, L:S az' =n-A ode v 15 unbu-u(&

Fiir 2 < neN, sei n—1 = 2kd, mit d € N ungerade und k € Np.
a € [n — 1] is Miller-Rabin Zertifikat fiir “n nicht prim”, falls

1,1,1,...,1) (¢ a?modn=1
(‘;11"’,‘;.*2‘;",...,azkd);»é ( ) (&3 modn . ),-d
ey n—1,1,..,1) (& 3i:a?¥ modn=n—1)

Fiir n < 1373653, ist immer ein a € {2,3} Miller-Rabin Zertifikat.

Miller-Rabin-Primzahltest(n)  (n > 1, ungerade!)

1: dkeN, mitn—1=2%d, d ungerade
2: Wahle a € [n — 1], zufillig gleichverteilt
3: if a® mod n# 1 und #i < k:a*? mod n=n—1 then
4: return 'keine Primzahl’
5
6

- else
return ‘Primzahl’




Einscijﬁgeh Fehler. 'keinc, Pl’"lh'iaLU Immer ridnHrﬂ.

» Die Ausgabe ‘Primzahl’ ist falsch mit W'keit < %.

Lange, P£ao(e

LONG-PATH Problem. Gegeben (G, B), G ein Graph und
B € Ny, stelle fest ob es einen Pfad der Lange B in G gibt.

Ein Pfad der Lange /¢ in einem Graph G = (V/, E) ist eine Folge
von paarweise verschiedenen Knoten

(o, Vi,...,vp), mit {v,_1,v;} € E fir i=1,...L.

Es liegen ¢ + 1 Knoten auf einem Pfad der Lange /.

Dieses Probler ist  redlabiv sdhiver .

Generelle Versin vor  Hamilbonplaoprotlen,

(Vie kemen (nodr) keinen Polynomialzeit - Algorithras )
In den meiskn Fillen ist B relabiv karz (B=0(logn)).

Fin dliesen Fall prasenticren wir eine Lésung.

Wﬂt‘ai‘l‘or\ und EiEhSoLﬁEI'Q.h
_[“] = f’f,.....,n}



— Z-—h]k:): (“4lq2:----:°‘k)\ V"el-k) ‘Q erh] 1 "alle Folen e~ Lange k"

- | TS

S—

()= teemol -, ()= ()
Nachbarshall von v in 6 Nv) = {ueV| fuvieEl
HanO(SDLlab_LChMa: Graph Gz(UIE): %deg(v) = 2 ||

Fuar C,hem+ ‘ cloa" = lve el
(Auok ZO(lb"’")= hOU) sk ’oAghm-k“. ia Vl)

Far nelNy: é(?)" 2"

4 co .}
ne. = N h' h-
> e uo(gl—aus €—=-ZT.'211.)

n

Zuw‘— en and eves Prou.eh"

Bunke Plode
k € N. Graph G = (V, E) mit Farbung v: V — [k] (nicht

notwendigerweise giiltige Farbung!).

Ein Pfad heisst bunt, falls alle seine Knoten verschiedene Farben
haben.

COLORFUL-PATH Problem. Gegeben (G,v), G = (V, E) ein

Graph und v: V — [k]|, stelle fest ob es einen bunten Pfad der
Lange kK — 1 (d.h. mit kK Knoten) in G gibt.



\Uvm DP .

Far veV i, DPLVI[) = P:(v)=

(k)
iSe ( i*’l) l 3 € m'lr \Y gcli&ru‘erbml-u‘ le{ Aer in v emlc"g

Die Farbe von v Y(v) s} immeria SePilv) enthaltn
— VSell): yWed
PW)=§ r3Y
P/.(v)=[ia’(x), rW) [ xe M), pl> ym‘
Ibunke Pled mit k Knoken &= \,E)v P l) x ¢
DP Rekuesion (Rickbersy . Lisuny kleierer Fille)

P(v)= |J {RU{(W)} IR € Pi1(x) und (v) & R}

xeN(v)

Ein lterabionsseitt der Gussecen Schlle.

(Quo.si Aie ;“h Spa“‘% Von DP(V][i) Leﬂedxnm)



Berechnung aller Pi(v), v € V, mit den P;_1(v), v € V, gegeben:

Bunt(G, i) G ein vy-gefarbter Graph
1: for all v € V do Vvel
2: P,-(v) < @
3 forall xc N(v) do ; degl)
4: for all R € P;_1(x) mit v(v) € R do .
5 Pi(v) < Pi(v)U{RU{y(v)}} '

Amlljg»’
Da P;—1(V)(=([?]) "’lﬁL \P‘“‘(v)‘é(?)

)

= o T dest)- () (%) m
 Olgm )= ol

5 2n,

Regenbogen(G, 7) G Graph, v k-Farbung
1: for all v € V do Py(v) < {{7(v)}}
2: for i =1..k — 1 do Bunt(G, )
3: return |J, o Pk—1(v) # 0

k-4

0(M+ = ((E)4n) 1) = 02k,
> !

((k) 1% h) < Z (%) keme< Zklas)

o M’r

[

k <logn: Laufzeit O(mnlog n),

D.h. fur K — O(Iog n) - Laufzeit O(P0|Y(n))'



Zwriuck 2um Lonj— Path Problem .
Gibl es einen Plad e~ Lang Bin 6=(V,E).

Setze k := B + 1, farbe G zufillig mit k Farben, und suche einen
bunten Pfad mit k Knoten.

Welam,n wie on €5 exishert €rn lel P it k knoten.

Diee k Krokn Aes Plades komnen all kY verschicten
Acten mik k Forbe ﬂe'i}rlol“ werden.

Be: 'ﬁ-' o(-'csu- Fb'wlom&cn ’ hal chu- khoh’n et andenre
Fﬁr‘n&s

K, ok

PEr[-‘b 2 '<k

Per Ceomelrivle- thl'u'lun, . Geo(e'k), braecht paa im
E?‘wark«aswul' e" Versud-e.

Angenommen G hat einen Pfad mit k Knoten.

Ein Versuch:
» Laufzeit O(2Kkm). PErfolg > e k.

AeX] Versuche:
» Laufzeit O(\(2e)*km).
» W'keit, dass der Algorithmus den Pfad nicht findet ist

= (1 — e_k)p\e” < (e_e_k)[/\e” < e A,



» Will man einen Pfad der Lange B tatsichlich finden (statt nur die
Existenz festzustellen), kann man den Algorithmus leicht adaptieren.

Man merkt sich dazu einfach zu jedem S € P;(v) einen genau mit S
gefarbten bunten Pfad (ug, v, ..., u;), ui = v.

» Das Problem wird einfach in gerichteten azyklischen Graphen: Man
gewichtet alle Kanten einfach mit -1 und berechnet kiirzeste Pfade
(siehe Algorithmen und Datenstruktur-Vorlesung im Herbst).
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Aufgabe 1 — Broken servers

Sie sind mit einem Netzwerk verbunden, das aus n Servern besteht, die von 1 bis n nummeriert
sind. Sie kénnen jeden Server i in Zeit O(1) kontaktieren und erhalten als Anwort entweder eine
‘0’ oder eine ‘1’. Leider sind einige der Server kaputt uns Sie sollen herausfinden welche Server

betroffen sind.
e Falls Server ¢ kaputt ist, sendet er bei jeder Anfrage ein unabhingig gleichverteiltes Bit.

e Falls Server i intakt ist, dann antwortet er auf jede Anfrage mit dem gleichen Bit a; € {0, 1}.
Allerdings ist der Wert a; unbekannt und kann von Server zu Server variieren.

O 0000 10 6110
SEI"V&"\

A114 11111 41

(a) Seien 6 > 0 und i € [n| gegeben. Beschreiben Sie einen Monte-Carlo Algorithmus, der heraus-
findet, ob Server i kaputt ist. Berechnen Sie die Fehlerwahrscheinlichkeiten (abhingig davon
ob der Server kaputt/intakt ist) Ihres Algorithmus und stellen Sie sicher, dass Thr Algorithmus
Fehlerwahrscheinlichkeit hichstens % hat.

Server Al (i, +)

a Kvnl’au—(Scrm ()
for 3=1,..,+
\ {‘, (Q; # konl-aH‘(Sc"ver ' )) do
r‘e.l'w‘h ’kapul'l"
refura 'in‘l'alci"

Lau‘.aul‘ OU)
lp“r' &inse;,"aar Fel-le,r. Ausg&k 'LﬁpuH" Jmner r‘"‘)“"':)'

"lh"au" I'SI— palsoln rm'l' l«/'llﬂl’ /l" 24_*



F&hlexwld" L;&l‘u Ib-a 7_44

) P B 3

' = Zg‘ (032(...)
t = Lofh(l%)

-} > 1+ L"&L(%)

(b) Falls ein Server 7 kaputt (bzw. intakt) ist, ist es dann sicher, dass Ihr Algorithmus aus (a)
dies herausfindet? Umgekehrt, wenn Thr Algorithmus ausgibt, dass ein Server i kaputt (bzw.
intakt) ist, konnen Sie sich sicher sein, dass diese Ausgabe korrekt ist?

Pr[Ausgabe ”Server intakt”| Server intakt] = 1

Pr[Ausgabe ”Server kaputt”| Server kaputt] = 1 — 2

(c) Seid > 0 gegeben. Beschreiben Sie einen Monte-Carlo Algorithmus, der eine Liste aller kaput-
ten Server erstellt und Fehlerwahrscheinlichkeit héchstens d hat. Hierbei sagen wir, dass der

Algorithmus erfolgreich ist, wenn die Liste alle kaputten Server und keinen intakten Server
enthélt.

SQ rvesl ik ! h !

J‘Or 1= 4, , N Ao
I'F (S@““ (l' ,Eﬂ(pfn(%)-‘) = 'I“lpuH‘j Hhen
Lisk + Ly 3
re'—w\m L;s+

SQ'. 2,‘ DlHL l"”(l'k&“()(‘var;ololc o(qsc 0‘:'(, Au_sg,abc.
von Serve-li, M+ log(2)) Jalsh sl



Se-' 2‘:‘;2; 0‘-’( Ah'Z-_aLL !«ls«lw El'nlrkge aul

der Ll's Ye .

() =

2]e vy = |Ef,27=§lﬂzn-f=s

2 pient il - nephive bde an:

e [EL27

Pr[Z?.-’(] T T = _/_?______S (Mur‘l:ov)

/‘

P-[Lisk falek]  P-l2214)< §



